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1 ARCH: Auto Regressive Conditional Heteroskedasity 
2 GARCH: Generalized Auto Regressive Conditional Heteroskedasity 
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Ê»�Ê»Ô�Y�{�~³���

Ä��R»�{Y| e�,�ÌyY�ÈÅ{�Ä��Ê�����,Ä/��R»�®/Ë��Y�,½ZÆm�t����{�Ê»Ô�Y�Ê·Z»�¾Ì»Pe�ÉZÅ
�µZ���{�����Ã|Ì���Ä��R»�|�Ì��Ä]�d�Y.��µZ���{�½Zf�¯Za�����¾Ìf�z¿��Ä/¯�{Â]�É�Â�¯�

Z�¿¹�|Ë�³�]�Y��Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]��®¿Z]�ÊËY�Y{�®ÀËY����½Z/Æm�t�/���{�Ê»Ô�Y�ÉZÅ������Ó{�{�Z/Ì¸Ì»�
d�Y�Ã|��Ã{��¾Ì¼ze.�Ê»��Z�f¿Y�ÊËY�Y{�|���Ä¯�{Á��®¿Z]�ÉZÅ�|�Z]�|��{�Ã{�¿Za�Ä¿ÓZ��Ê»Ô�Y�ÉZÅ���

®¿Z]�Ä��R»�Á�Ê»Ô�Y�ÉZÅ������f/�³�ÉY�/]�É{ZË��Ê¿ZÆm�dÌ§���,Ê»Ô�Y�Ê·Z»�¾Ì»Pe�ÉZÅ
|¿�Y{� dÌ¸]Z«�½ÂÅ�»�dÌ§���¾ËY��ÉÂ]��Ê·Z»�¾Ì»Pe�É�ZfyZ��cÔ°�»�¾ÌÀr¼Å�Á�¹Z�¿�¾ËY�ÉZÅ
d�Y� ½Zy�,{Z¬f�Y�Ä]������� ¯Z¿À��{Z�f«Y�¹Z�¿�É|»M�Z�Êf��Ã�/Æ]��]�¶¼f�»�¹Z�¿���Ä¸X/�»��ÉY

��,½Z¿Y{{Z/�f«Y��Y�É�ZÌ�]�Ä°¸]�-|�Z]�s��»�Ê»Ô�Y�\eZ°»�½ZÌ»��{�ZÆÀe�Ä¯�d�Ì¿�|/À¿Z»����/�Ì§�
������,��¿Â¼Ì��������¾»|Ë�§�Á�,�������Ã{�¯�½ZÌ]�,���Ä/¯�|¿Y�Z/�¿��®/Ë�É�Z°Å|/]�¹���Á�Ä/§��

�Ä�Ë���Y�0Z�Z�Y�Ã�Æ]��]�¶¼f�»�Y|ËZaZ¿�d�Y���
½Z�Â¿�¾ÌÀr¼Å�ÉZÅ�ÄËZ»���dÌ·Z §��{�Ê¿ZÀÌ¼�YZ¿�{ZnËY�h�Z]�É{Z�f«YÃ|��É�Y~³,�Ä]É�Â���Ä/¯

�ÄËZ»����ÅZ¯�h�Z]��Y�Z]��ËY����Y�Ê¿ZÀÌ¼�YZ¿�¾ËYÄ]�Á�É�Y~³Ê»�|Ì·Âe��ÅZ¯�½M��^e�Â/�{����Y
�Ä¸¼m½Z�Â¿�¾ËY�ZÅ�Ê»��ÅZ��d¼Ì«�¶»Z���{{Â���½Z�Â¿�ÉZÅ�����Ä/]��/nÀ»�Ä/¯�d�Y�Ê¸»Z��Êf¼Ì«

�Ä/]�ZÅ{Z�f«Y�Ä¼Å��{�Á�Ã|��½Ô¯�ÉZÅ�Ì¤f»��ËZ���{�cY�ÌÌ¤e������Ê/¬¸e�Ê/fÌ¼ÅY�Z/]��/Ì¤f»�½YÂ/À�� �
Ê»Â�{����{�cZ^i�{ZnËY�,ZaÁ�Y�É�¯�»�®¿Z]���¿�Ä�¬¿��Yd¼Ì«{�cZ^i�Ä]��nÀ»�ZÅ�Á�Ã|��{Z�f«Y��

Pe�Ê���]�¾ËY�]ZÀ]¾ËY��Ìi½Z�Â¿�Ä¿Â³�ZÅ�d�Y�dÌ¼ÅY��WZu�½Ô¯�ÉZÅ�Ì¤f»��ËZ��ÉÁ�����
� �



��«�{�°ËÁ��Z]�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]É{Z�f«Y�cZ^i�Á�ÄÀ�v·Y������������������������������������������������������������������� ��

 

���¹Zn¿Y�cZ ·Z�»��]�É�Á�»�Ã|���
Á�Ö«{Z���µZ���{�k�¯�Õ�{Z¿����Ä·Z¬»��{�,��½YÂÀ��Z]�ÉY�����½Á|/]�Õ�Y|/°¿Z]�ÖËY�Z/¯�Ö���]

È�ËZ¬»�Á�¦¸fz»�ÕZÅ�Â�¯��{�Z]��®¿Z]�®¿Z]�Z]�ÉÂ]���Ì£�ÉZÅ��½ZÆm��{�ÉÂ]��ÉZÅ����Ã{Z¨f/�Y�Z]
Ã{Y{�Ö��Âa�¶Ì¸ve��Á���Y��ZÅ��®¿Z]�ÊËY�Z¯�È�ËZ¬»�Ä]�,�®¿Z]�Z]�Ê»Ô�Y�ÉZÅ����Ê»Ô/�Y��/Ì£�ÉZÅ

|ÀfyY{�a���ÊËY�Z¯�,ªÌ¬ve�¾ËY��{����µZ���{�Ê»Ô�Y�®¿Z]������Á������µZ/���{�Ê»Ô/�Y�®¿Z]
������Á{��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]ÉÂ´·Y�Z]��®/¿Z]�Á�Ã|/��Ê���]��ZÌ¬»�Ä]�d^�¿��Ì¤f»�Á�d]Zi�ÊÅ{����ÉZ/Å

|¿|���z�»��eY�Z¯���ÊËY�Z¯�,¾ÌÀr¼Å����Á�ÉÂ]���Ì£�®¿Z]����½ZÆm��{�ÉÂ]��®¿Z]���µZ/���{
������®¿Z]�¾ËY�Á�Ã|��Ä^�Zv»�d]Zi�ÊÅ{�Z]��Á�Z]�|¿|��Ä�ËZ¬»��´Ë|°Ë�Z]�ZÅ����Y�Ê¯Zu�lËZf¿

®¿Z]�ÊËY�Z¯�Ä¯�d�Y�½M���Ì£�ÉZÅ��ÉÂ]��®¿Z]�,Ê6¸¯��Â��Ä]�Á�/� ��«�Á�¾Ë�v]��Ì£�ÉZÅ�����Ä/¯�ÉÂ/]�
®¿Z]��ZÀ¯��{�Êf]Z«���ËY����{���Ê/»�d/Ì·Z §�ÉÂ]��ÉZÅ����®/¿Z]��Y�/� |/ÀÀ¯������¹Z/�¿�d/ve�Ä/¯�ÊËZ/Å
Ê»�dÌ·Z §�ÉÂ]���Ì£�É�Y|°¿Z]�|ÀÀ¯,�d�Y��f�Ì]�½Zf�¯Za�Á�½Y{Â��,½Y�ËY�|À¿Z»�����{��Â/¼n»��{

�µZ������®¿Z]�ÊËY�Z¯���Y�ÉÂ]���Ì£�ÉZÅZ]ZÅ�®¿d�Y�Ã{Â]��f¼¯�ÉÂ]��É. 

�µZ���{�Ê¼�Ì»�Á�Â¸�ÂÌ�����Ä·Z¬»��{�,����½YÂ/À��Z/]�ÉY������ÊËY�Z/¯�Á�cZ/^i�É�/�¿�Ê/���]
¥�Z f»�É�Y|°¿Z]�Z]�Ä�ËZ¬»��{�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]�Ä]�,�É{Z�f«Y��§ZÀ»��Y�{�Â»�Á{��]�É��¿�c�Â�

Ä]��Y�Ä¯���Ê/»��Z/�f¿Y�Z/]��ºË�ve�Ç�Z]�{�ÊÆ·Y�½Â¿Z«�É�Ì³�Z¯��{Á����Ê/À Ë��ÊËY�Z/¯�Á�cZ/^i�����/¯�¼e
|¿{�¯��Äf§ZË�Ê»�½Z�¿��ÅÁ�a�¾ËY�ÉZÅ��������Ê·Z/»�¾Ì»P/e�Ä/]�d^/�¿�,Ê»Ô/�Y�Ê·Z/»�¾Ì»Pe�Ä¯�|Å{

cZ^iZ]�,¥�Z f»�Ê»�|ËÂ¿��Ì¿�Y��É�f�Ì]�|���,½Â³Z¿Â³�¶¸��Ä]�Á�d�Y��eY�Z¯�Á��e�|Å{� 

�µZ���{�½ZËÂ�Â»����Ä·Z¬»��{�,���½YÂ/À��Z]�ÉY�������Z/¯�,�f/�Ì]�cZ/^i�-Ê»Ô/�Y�É�Y|/°¿Z]�ÊËY
�fÆ]���Á�Ä/fyY{�a�¥�Z f»�É�Y|°¿Z]�ÉZm�Ä]�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]�¹Z�¿��Y�Ã{Z¨f�Y�[Ze�Z]�Ê���]�Ä]�,

�a�ÉZÅ�Ì¤f»��]�Y��½M��iY�ÄËZ»���,�Y|¿Y��d/¼Ì«�Ê»Â¼��t���,|Ì·Âe�,µZ¤f�Y�,É�Y~³�����/Ë�Âe�,Z/Å
d�Y�Ã{�¯�Ê���]�Ê»Â¼��ÃZ§��Á�|»M�{��������ÀË�´ËZ/m�Z/]�Ä/¯�d/�Y�½M��´¿Z/Ì]�Ê/���]�¾ËY�lËZf¿�Ê

��������Á�Ê°¿Z/]�¹Z/�¿�Á�d/�Y{�|/ÀÅYÂy�É�/fÆ]�dÌ /�Á�,Ê/�Z�Y�ÉZÅ�Ì¤f»�È¼Å�,Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]
d§�³�|ÅYÂy�É�f�Ì]�cZ^i�É{Z�f«Y� 

� �
���Ê³�ËÁ�®¿Z]�ÉZÅ���Ê»Ô�Y�ÉZÅÁ�Ä�]Y��½M�cZ^i�Z]� �

Ä��R»�,Ê»Ô�Y�¹Z�¿��{����Ê/»�d/¯�u�Ê/ «YÁ��z]��Z�Y�]�Ê·Z»�ÉZÅ������/z]�Ê/À Ë�-|/ÀÀ¯
¿{�Ê·Z»��z]�Á�Á��Ìa�Ê «YÁÄ·Z^�d�Á����



����������������������������������������������������]��ËZ¼Å�¾Ì»Â��Á�d�Ì]�cÓZ¬»�Ä�Â¼n»Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z��

 

Ä��R»�ÉZÅ�,Ê»Ô�Y�Ê·Z»�¾Ì»Pe� §�Ê·Z»�¾Ì»Pe�Ä]�Ä°¿M��]�ÃÁÔ�dÌ·Z�É|Ì·Âe�ÉZÅ�Ê»�,|¿�Y{�a���Ä/]
�YÂ» §�Äq��{�Ä°ÀËY�Á�cÔÌÆ�e�¥��»�{Ä]�ÊfÌ·Z���Ê/»�Ä/f§�³��Z/¯���{Â/�����Á�,Êf À/��,É��ÁZ/�¯

ÊeZ»|y��Ì¿Ê»�dÌ¼ÅY���|ÀÅ{��Ê³�ËÁ�¾ËY���Zy��Ê/]�Á�­Â���Á�]��¿Z»�,Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]���ÊeZ/^i
Ê»�{Â����������Ã{Y{�É{Z/Ë��d/Ì¼ÅY�ÃÂ/mÁ�¥�/�»�Ä/]�,Ã�/Æ]��]�ÊÀf^»�¹Z�¿��{�Ä¯�d�Y�Ê·Zu�{�¾ËY
Ê¼¿�{Â�������É{Z/Ë��d/Ì¼ÅY�Ã|/¿�Ì³���Âe��Z�«Y�dyY{�a�Z]�½YÂe�Á�Ä¬ÌiÁ�Ä]�¹Z�¿�¾ËY�,�Â���{
Ê»�|Å{����YÉÂ��Ê»��Ì¿�Êe�Z�¿�ÉZÅ�Y�]Y�,�´Ë{�]�|À¿YÂe®¿Z]�ÉY�����¿Z/»�Á�|À�Z]�Y�Z¯�Ê»Ô�Y�ÉZÅ

Ê�Ìa�|¿Â��Ê «YÁ��z]��Y�Ê·Z»��z]�¾f§�³� 

���½Â/q�,d/�Y�ÄËZ»���\uZ��Á�¶»Z��¾Ì]�{Y{�Y�«��Z�Y�]�Ä¯�Êf¯�Z�»�Á�ÉÂ]���Ì£�¹Z�¿��{
Ê»�ºÌ�¬e�Á{��Å�¾Ì]�½ZË��Á�{Â����\/Ì¯�e�ZË��Z¯��Z�Y�]�ÊÀ Ë�-d�Y�½�YÂf»�|»M�{��Ë�Âe�,{Â�

��ZÀ]�ÄËZ»���Á��Z¯d�Y�Ã|���
�{Â¬���{��¬§�Ä¸X�»�¾ËY�|Àq�Å,d�Y�©{Z��Êf¯�Z�»�¾°Ì·��Ê³�ËÁ��¬§�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]

�������e�Z³�Z/��{Â/mÂ»�É�Y|/°¿Z]�Z/]�½Z/�fÌÅZ»�Ä¯�Êf¯�Z�»�Ì£�Ê����{Â¬��Ä°¸]�-{�Y|¿�Êf¯�Z�»
ÄÀË�Å�,d�Y�{Y{�|ÀÅYÂy��ËY�§Y�Y��ÊËY�Z¯�Á��ÅZ¯�Y��ZÅ� 

ÄËZ»���¹Z�¿��{��ÉÂ]��¹Z�¿�Ê�Â¿�Ä¯�É�Y{¹YÁ�,d�Y�Ä]�Ã|ÀÅ{�Ê «YÁ�{Z�f«Y��Y�½{Â]��Á{�¶Ì·{
��Ã|¿�]�¥����{�/� Ä�Ì¼Å�/� ½ZË��Á�{Â���{�d¯�Z�»�¹|��Á�{�Y{��Y�«�ZÅ����,c|/»|À¸]��{�,ÄnÌf¿��{

Ê»��¼m�ÁY�d¼��Ä]�|»M�{�Á�ÊËY�Y{�{Â����Äq��Z¯�½ZË�m��{�ÄËZ»���ÊÀ Ë½ZË������{Â/��Z/Ë�|/ÀÌ^]
Ê»�Y��{Ây�{�»�ÁY�,|À¯�{�Ì³����¾ËY�ÄnÌf¿¸�e¹YÁ�ÉZÅ|»M�{�Ä¯�d�Y�½M��Z¯��]�ÄËZ»������Ã|/ÀÅ{�

�ÄËZ»���\uZ���Ì·Âe�ÁÊ»�Ä¸�Z§�ºÅ��Y�Ã|ÀÀ¯|�Á�{�Ì³�½�YÂe�¾f�Y|¿���Y��ÊeZ/¬^��¹Z�¿�,ZÅ|»M�{
Ê»�{ZnËY�Ê]�¶»YÂ���Y�Ä¯�|À¯�d�Y�{Z�f«Y�ÊeZ^i���

Ê»��fËÁ�¯�|�ËÂ¿��µZ���{��ÉZÅ������Á�������������Ã�/Æ]�|/»M�{�,Ã�/Æ]�w�/¿��ÅZ/¯�º/£��Ä/]
¿Z]®�d§ZË��ËY�§Y�ZÅ���µZ���{�����®¿Z]��\�¯�Z]�ZÅ�������/]Y�]�Ä¿�{Á|u�,­�Z»�{�ZÌ¸Ì»�����

|Àf�Y{�Ã�Æ]�|»M�{,�Ê·Zu�{�ZÆÀe�Ê¸»��·ZyZ¿�|Ì·Âe�,Ê¿Z»��Ä¸�Z§�¾Ì¼Å��{�Ä¯�
�����Ã|/���/]Y�]
d�Y�������Ä/]�Ä/¼Å�,�Z/£M��{�Ä/¯�d�Y�¾ÌÀq�Ã�Æ]�Ä¸Ì�Á�Ä]�cÁ�i�Ä¿Ó{Z�Z¿�ºÌ�¬e�dÌ�Zy��«YÁ��{

|¿Y�®Ë|¿�Y{��ZÌfyY��{�µÂa�Ã�Y,�¾°Ì·��É{ZË��µÂa�,Ê¼¯�Ã|��®Ë�ZË�Á��¨¿�®Ë�ZÆÀe�É�Z]�½ZËZa��{
Ã|��d�Y�¾°¼»�Ä°¿M�µZu�-|¿�Y{��ZÌfyY��{�|À�Z]�Äf�Y|¿��ZÌfyY��{�Ê·Âa�pÌÅ�ÉY�����Ê¸/�Y�Ä/�Ë�

]Zm�¾ËYÄ�d�Y�Ã�Æ]�¹Z�¿�,Ä¿Ó{Z�Z¿�ÊËZm����
� �
� �



��«�{�°ËÁ��Z]�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]É{Z�f«Y�cZ^i�Á�ÄÀ�v·Y������������������������������������������������������������������� ��

 

-4

0

4

8

12

16

20

68 70 72 74 76 78 80 82 84

INF2

���ªÌ¬ve�ÄÌ��§��
Ã|��s��»�¶ËZ�»�Ä]�ÄmÂe�Z],�Z�Â¿�½ZÌ»�Ä�]Y�½�ÉZÅ�����Ê°¿Z/]�cÔÌÆ/�e�{Â/��w�¿�Á�Ê»�Âe

�Ê���]Ê»�{Â����Á��Ä]�ÄmÂe�Z]�cZÌ��§�ªÌ¬ve�ÉZÅ�Ë��Ê»�½Â»�M{Â����
{�Y|¿�{ÂmÁ��Ì¤f»�Á{�¾ËY�½ZÌ»�Êe|»|À¸]�Ä�]Y����

�c�Â���{Ä�]Y��|ÌËPe��Ä§���Á{�Ä�]Y��¾ËYd�Y���
� �
����Á��Ê�ZÀ��ZÅ�Ì¤f»�Ê§� »�Á� �

e�¾ËY�Ê���]�Ä]�ªÌ¬v½Z�Â¿�½ZÌ»�Ä�]Y��ÉZÅ�Ê»�Ê°¿Z]�cÔÌÆ�e�{Â��w�¿�Á�Ê»�Âe�{�Y{�/a��
|uYÁ�Ä�Ë��½Â»�M��Á���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��Â�À»�¾ËY�Ä],����Ä/fyY{�a�|/uYÁ�Ä�Ë��{ÂmÁ�Ê���]�Ä]�Y|f]Y

�Á���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��b��ÉZÅARCH��ÁGARCH��Á�¹�Âe�cZ¿Z�Â¿�½Y�Ì»�Ä^�Zv»�Ä]¹Zn¿Y�����Z/]
��Á���Y�Ã{Z¨f�Y]�ÉZ�y�tÌv�e�Ê���]�Y���Ì¤f»�Á{�¾ËY�½ZÌ»�Ä�]Y��É�Y{�d�Y�Ã{�¯���

Ã{Y{�ªÌ¬ve�¾ËY��{�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�ÉZÅ�Ì¤f»�¥�/�»�d¼Ì«��yZ��Ê¸�§�ÉZÅ���Ã|/ÀÀ¯�d/�Y�
½Z�Â¿�Á�Ä^�Zv»�¹�Âe�½Y�Ì»�Ä�Â]�»�cZ^�Zv»��Y��a�Ä¯�ÉZÅ�Ä]�½MÃ|ÀËZ¼¿�½YÂÀ���Y�ÉY�½Z/�Â¿��ÉZ/Å�

Ê»��z�»�É{Z�f«YÂ�{���{Â��w�¿��´Ë{��Ì¤f»Ä]�Ä¯�d�Y�Ê°¿Z]�cÔÌÆ�e����/¼m�Ê¸/�§�c�Â/��É�ÁM�
�Ã�Z¼���Y{Â¼¿�Ä¯�,d�Y�Ã|���½Z�¿�d�Y�½M�Ã|ÀÅ{���

��
�Ã�Z¼���Y{Â¼¿���Ä]�¹�Âe�Ê¸�§�c�Â���

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��



����������������������������������������������������]��ËZ¼Å�¾Ì»Â��Á�d�Ì]�cÓZ¬»�Ä�Â¼n»Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z��

 

0

2

4

6

8

10

68 70 72 74 76 78 80 82 84

P2

½Z¼Å���Y{Â¼¿�Ä¯��Â��Ã�Z¼���Ê»�½Z�¿�½Z�Â¿�ÉY�Y{�{ÂmÂ»�¹�Âe�|Å{�d/�Y�����½Z/�Â¿�ÃÂ/v¿
�Y{Â¼¿��{�Ê»�Âe�Ã�Z¼����d�Y�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿���

��
�Ã�Z¼���Y{Â¼¿���½Z�Â¿�ÉZÅ�Ê»�Âe��

�Ä]��Â]�»�cZ^�Zv»½Z�Â¿�ÉZÅ�Ê»�½Z�¿�Ê»�Âe�½Y�Ì»�Ä¯�|Å{½Z�Â¿��Z/Å���Z/]GARCH(1,1)�

�Ä^�Zv»�d�Y�Ã|����
� �
���|uYÁ�Ä�Ë��½Â»�M� �

Ä]Ê»�Ã{Z¨f�Y�½Â»�M�¾ËY��Y��Ì¤f»�Á{�½ZÌ»�|uYÁ�Ä�Ë��{ÂmÁ�Ê���]��Â�À»Â�{����Z/]�¾ËY�]ZÀ]
��Y�Ã{Z¨f�YM��·Â§�Á�Ê°Ë{�½Â»���������Ê���]�Ê´f�^¼Å�Ä^e�»�{ÂmÁ�/��d/�Y�Ã|����µÁ|/m��{

Ã�Z¼����Ä]�|uYÁ�Ä�Ë��½Â»�M��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��Ì¤f»�Á{�Ê´f�Z^¿Y�Ä^e�»d�Y�Ã|»M�d�{����
��

�������������������������Ã�Z¼��µÁ|m���|uYÁ�Ä�Ë��½Â»�M�lËZf¿��
�Ì¤f»� ��Ã�Z»Mt� �µZ¼fuY� �t���ZÀ »É�Y{��Ê´f�Z^¿Y�Ä^e�»��

Ê»�Âe�cZ¿Z�Â¿����
�����
�����
������
cÔÌÆ�e�{Â��w�¿����
������
�����
������

�������~yP»��ªÌ¬ve�cZ^�Zv»��



��«�{�°ËÁ��Z]�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]É{Z�f«Y�cZ^i�Á�ÄÀ�v·Y������������������������������������������������������������������� ��

 

Ê»�½Z�¿�µÁ|m�¾ËY�lËZf¿�������Ä/�]Y��ÉY�Y{�c|/»|À¸]��{��/Ì¤f»�Á{�¾/ËY�Ä/¯�|/Å{�d/�Y����]Z/À]�¾ËY
Pe�Ê´¿Â´q�Á�Ä�]Y��¾ËY�Ä^�Zv»�É�Á���½M��Ìid�Y��¾ÌÀr¼Å���{�k�|À»��Z»M�¾ËY��½Z/�¿�µÁ|m

Ê»�ºÅ�|Å{½Z�Â¿�ÉZÅ��Á�Ã{Â]�|uYÁ�Ä�Ë��ÉY�Y{�t����{�Ê°¿Z]�cÔÌÆ�e�{Â��w�¿�ºÅ�Á�Ê»�Âe
¶�Z¨e�Z]�Ä¸X�»�¾ËY�¾ËY�]ZÀ]��¨e�»�É�Ì³Ê»�{Â���cZÌË�m������Ä/]�|/uYÁ�Ä/�Ë��Ä^/�Zv»�Ä]��Â]�»
d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�d�ÂÌa�s�����

� �
½ZÌ»�Ä�]Y��½Z�Â¿�ÉZÅ���Á���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�Ê°¿Z]�cÔÌÆ�e�{Â��w�¿�Á�Ê»�ÂeVECM 

]Y��{ÂmÁ�½|���z�»�Á��Ì¤f»��Å��{�|uYÁ�Ä�Ë��½Â»�M�µZ¼�Y��Y��a��Ä/]�Ê´f�Z^¿Y�ºÅ�Ä�
Pe�ÃÂv¿�Ä^�Zv»Ê»�ÄfyY{�a��Ì¤f»�Á{�¾ËY�É�Y~³�Ìi{Â�������tÌv/�e��Á���Y�Ã{Z¨f/�Y�Z/]�¾ËY�]ZÀ]
É�Y{�]�ÉZ�y,�Ê»�Ê���]�Ä�]Y��¾ËY�{ÂmÁÂ�{���Ê/»�½Z�¿�¶�Zu�lËZf¿�����®/Ë�¶«Y|/u�Ä/¯�|/Å{

{�Y{�{ÂmÁ��Ì¤f»�Á{�¾ËY�½ZÌ»�Ê´f�Z^¿Y�ºÅ�Ä�]Y���½Z¼Å�Ã�Z¼��µÁ|m�Ä¯�Â����Ê/»�½Z�¿��|/Å{
Ê»�½Z�¿�Y��Ä�]Y��®Ë�¶«Y|u�{ÂmÁ��iY�Ã�Z»M|Å{���

��
����������������������Ã�Z¼��µÁ|m���Ê´f�Z^¿Y�ºÅ�ÉZÅ�Y{�]�{ÂmÁ�¶Ì¸ve��

�Ì¤
f»

��

Ã�Z
q�Á

��¨
��Ä

Ì�
�§

��

�iY
�Ã�
Z»M

��

�Ê
¿Y�v

]�|
u

��
|�

�{
��

��j
¯Y|

u�Ã
�Z»

M
�� Ä�

z�
»�Ä

�Ë
�

��

�Ê
¿Y�v

]�|
u

��
|�

�{
��

Ä¨
«Á�
µÂ

�
��ÉZ
Å�Y

{�
]�{Y

| 
e

��
�

�iY
�Ã�
Z»M
��Y�

¶�
Zu

���¶
�Z
u�É

ZÅ�
Y{�

]�{Y
| 
e

Ä�
z�

»�Ä
�Ë
��Ã
�Z»

M��
Y

��

½Z�Â¿�ÉZÅ�¹�Âe� �
��{Â��w�¿�Á

cÔÌÆ�e��

r = 0 ��
������
������
������
����
���������

r ≤ 1����
������
������
������
����

�������~yP»���ªÌ¬ve�cZ^�Zv»��
��

Ë�md�Y�Ã|��Ã{�ÁM�d�ÂÌa�s���Ä]�Ä^�Zv»�cZÌ���
��



����������������������������������������������������]��ËZ¼Å�¾Ì»Â��Á�d�Ì]�cÓZ¬»�Ä�Â¼n»Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z��

 

�������������������������Ã�Z¼��µÁ|m���Ä�]Y��{�ÁM�]��Y�¶�Zu�lËZf¿��

�Ì¤f»� �µ{Z e�¶»Z�����Ìz�e�\Ë��� �
Ã|��¶Ë| e� ��Ìz�e�\Ë����

�Á��Ê°¿Z]�cÔÌÆ�e�{Â�
Ê»�Âe�cZ¿Z�Â¿��

��
����
���
��������
�����
���

���»~yP��ªÌ¬ve�cZ^�Zv»��
��

µÁ|m�lËZf¿��Ã�Z¼���Ê»�½Z�¿��/�e�{Â/��w�¿�¥����Y�Ê¯Â��Ä¿Â³�Å�Ä¯�|Å{��Ê°¿Z/]�cÔÌÆ
�ÉÁ�½Z�Â¿�ÉZÅ�Pe�Ê»�Âe{�Y{��Ìi�����Ä/]��/nÀ»�Ê°¿Z]�cÔÌÆ�e�{Â��w�¿��ËY�§Y�Ä¯�\Ìe�e�¾ËY�Ä]

��ËY�§Y½Z�Â¿�ÉZÅ�Ä]�Á�Ê»�ÂeÊ»�cZ^i��ÅZ¯�½M��^eÂ�{��½Z�¿��f¿Y�a�¶yY{�{|���Z/À »�Ã|/ÀÅ{É�Y{�
Pe�ÉÁ��Ê°¿Z]�cÔÌÆ�e�{Â��w�¿�¶»Z��É�Y~³�Ìi½Z�Â¿�ÉZÅ�d�Y�Ê»�Âe���������

¾ËY��Y�Á��ÄÀÌ»��¾ËY��{�Äf§�³�¹Zn¿Y�cZ^�Zv»�Ä]�ÄmÂe�Z],��Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]��¬¿���É�Y|/°¿Z]
Ã�Æ]�½Á|]��{�Y{�dÌ¼ÅY���½Y�Ì»�Ê°¿Z]�cÔÌÆ�e�{Â��w�¿��ÅZ¯�Z]�Ä¯�\Ìe�e�¾Ë|]�½Z/�Â¿��ÉZ/Å�

Ê»��ÅZ¯�¹�Âe|]ZË���
� �

�¼m��Á�É|À]ÄnÌf¿�É�Ì³ 

�ÈÅ{��{�Ä¯�Ê»Ô�Y�Ê·Z»�¾Ì»Pe����É{ÔÌ»����Ê»Ô/�Y�ÉZÅ�Â/�¯�ÉY�Á�Ä/]�0Y�ÌyY�,|���Y|Ë|a
d�Y�Äf§ZË���f�³��Ä]�,½Z¼¸�»�[���Ì£�Á�[���ÉZÅ�Â�¯�®ÀËYÄ]�,ZÌ�M��{�Ã�ËÁ��Ã|/ÀËY�§��Â/��ÉY�

Ã|��Ê»Ô�Y�Ê·Z»�¾Ì»Pe�µÂ�Y�Á�É{Z^»�[Á~n»�|¿Y����È/Å{��{�Ä¯�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]�����É{ÔÌ/»
Ê»�¶¼��{Á|v»��ZÌ�]�Ä]Á��½Z¿Y{{Z�f«Y��Y�É�ZÌ�]�d¨·Zz»�Z]�Á�{�¯���È/Å{�¶/ËYÁY��{�,{Â]�Ã|��Á��

����É{ÔÌ»|��Z]�\¸m�Y���¿ZË�f�»�{Z¼f�Y�d�¿YÂe�,ÄÅ{�Á{�Ê��Á�|��s��»�É{ZË��c¯À��Ä/]�Á�|
®¿Z]�Z]�d]Z«��À��ÉZÅ{�Y{�b]�Êf��®¿Z]�¾ËY�Êfu����ÉZÅ�Â/�¯��{�Á�|/¿|Ë{�Â¿�{�Y��¹Ô/�Y�½ZÆm�ÉZÅ��»�ZÅ�

|¿|���ÅZ���Ì¿�Ê»Ô�Y�Ì£��Ê»�|Ì¯Pe�½Z¿Y{{Z�f«Y�,Ã�Á�»Y�®¿Z]�Ä¯�|ÀÀ¯����Ä/]�,Ê»Ô/�Y�ÉZ/Å���Â/�
Ê»�Z¨ËY��¬¿�½ZÆm�Á�Ê]�£�ÉZÅ�Â�¯�É{Z�f«Y�|����{�,ºÌ¬f�»�|ÀÀ¯����YÂ����ÅZ/¯�Z]��´Ë{�É

½Z�Â¿�ÉZÅ�½�YÂe�½Y�Ì»�Ê»�Âe�Ê»��ËY�§Y�Y��cZ^i�¾ËY�]ZÀ]�Á�Äf§ZË��ËY�§Y�|»M�{��Ë�Âe��{|Å{�� 

®¿Z]�Ä]�Ê»Ô�Y�ÉZÅÊ³�ËÁ�¶Ì·{��Zy�ÉZÅ®¿Z]�¹Z�¿�Z]��³Y�,½Z����Á�|¿Â/��Â�¼Å�Ê¿ZÆm�ÉZÅ
Ê»�Ê¿ZÆm�Ê·Z»�cZ^i�¾Ì»Pe�h�Z]�,|À�Z]�Äf�Y{�Ê¸»Z¯��ZfyZ��|¿Â���®¿Z]�Ä¯�É�iY��Ê»Ô�Y�ÉZÅ



��«�{�°ËÁ��Z]�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]É{Z�f«Y�cZ^i�Á�ÄÀ�v·Y������������������������������������������������������������������� ��

 

|¿�Y{�½|��Ê¿ZÆm�|ÀËY�§��{,������Á��Y�Z/]�c�|/«�¾f/�Y{�,½Y�/v]��ËY����{�\�ZÀ»�dË�Ë|»�¶»Z�
Âed¼Ì«��]�É�Y~³�iY�½Y��]�d¯�u�,ZÅd�Y�Êf¯�Z�»�¹Z�¿�{ÂmÁ�Á�,Ê «YÁ��z]��Z�Y� 

ÉÂ´·Y Ê·Âa ¹Ô�Y ¥~u�Z] ,Ã�Æ] �Y�Z] É�³Y{Â� µÂa Y� Ê¼¿{�Ë~a Á �iY ¾ËY ��/]��Y�Z] �|/�� Y� 
�Y|ËZa�Ì£ Ê»|¿Y{ Á ¶WZ« Ä] ¾ËY d�Y, �Å ÊËÂ´·Y�Ä¯ Z] Ã�Æ] |ÅYÂz] Ä] ,|��]�µ{Z e ®�Ë� ,�Ë~a 

¾X¼�»Z¿ Á ÃY�¼Å Z] �Á{ É�Zne d�Y� 

Z] ¥~u Ã�Æ] d¯�Z�»�Á ½M �{ {Â� �Å ��ËY�/§Y �Ä/��� �µÂ/a Á �d/yY{�a ��Ê°¿Z/]�cY�Z/^f�Y 

¾Ì�¿Zm Ê°Ë{�¿ Z] �a�Y|¿Y Ã{Â] Á �Å Á{ �¬¿ Ê¸¼°» Y� �Ì�»��{ |�� LZ¨ËY�cZ^i�Á Ê»|ÀÀ¯���
¥~u Ã�Æ] �ËY�� É�Y|ËZa ÉY�] |�� Y� �{ Ä�ËZ¬» Z] d·Zy{ Ã�Æ] Á �Y�Z] µÂa Ê»�|Ë|a{�ÁM Z] 

,Ã�Æ]�¥~u �Ì�» |�� c|»|À¸] Z] ½Z»� É�f¼¯ ¶�Zu Ê»{Â� Ä¯ ¾ËY ÄnÌf¿ ÊÅZ§���ZiM É{ZË� 

ÉY�] ¥��» Á ÃZ§� Ä »Zm {�Y{���
����Ê¸/�Y�Ä/�Ë��¹Ô/�Y�\f°»�Á�d�Y�¹Ô�Y�É{Z�f«Y�¹Z�¿�¥Y|ÅY��Y�Ê°Ë�|»M�{�\�ZÀ»��Ë�Âe

�Y��É{Z�f«Y�cÔ°�»��Y�É�ZÌ�]Ê»�ZÅ|»M�{�Ä¿Ó{Z�Z¿��Ë�Âe�|¿Y{��¾ËY��Y��\/f°»�¾ËY��{�Á���Ä/mÂe
ËÁÃ��Ê�Z¼fmY�¶� »�¾ËY��§��Ä]�ÉY,�d�Y�Ã|��É{Z�f«Y����«����d/�Y�ÊËZ/Å{ZÆ¿�Ä¸¼m��Y�ÄÀ�v·Y

Ã�ËÁ�ÄmÂe�¹Ô�Y�É{Z�f«Y�¹Z�¿�Ä¯��½M�Ä]�ÉYd�Y�Äf�Y{�Ä]�½Z¿Z¼¸�»�Á��½Á|/]�Á�É�ZÌfyY�c�Â�
Ê»�½M�¹Zn¿Y�Ä]�¹Y|«Y�,É{Â��pÌÅ��«Âe�¯Ê»�Á�|ÀÀ�����f/�{��{�É�iR/»��/¬¿�|/¿YÂe����/Ë�Âe�Ä/]�Ê]ZÌ

|�Z]�Äf�Y{�Ä¿Ó{Z�����
�Ä]�¹{�»�,¹Ô�Y��{��«�½{Y{�Ã|��ªËÂ�e�ÄÀ�v·Y�½M�c�yM�Á�ZÌ¿{�¾Ì]�Ä¸Ì�Á�¾Ë|]�Á�|¿Y���Z/Å
d�Y�Ã|��{ZnËY�|¿ÂÌa��Ä]��Z¯�¾ËY�ÉÁ�yY��mY����/«�d/yY{�a��{�ÉÂ«�Ã�Ì´¿Y�®Ë�½YÂÀ����ÄÀ/�v·Y

Ê»�Z¨ËY�Ê¼Æ»��ZÌ�]��¬¿�|À¯����«�Ä]�ÄÀ�v·YÂÀ���¿ZÀq�Á�d/�Y�s�/�»�\vf�»��»Y�®Ë�½Y��Ä/r
�Ì]��¬§�ÄÀ»Y{��Y�{Â��dËZ����e�®Ë{�¿�É{Z�f«Y�½�YÂe�Ä]�Á�Ã|��Äf�Z¯�Ê»��e�ºËÂ�����

��«��{�Ê»�Y|m�Y��{Ây�¥��e�¶]Z«�|»M�{��Y�Ê�z]�½Y|À¼eÁ�i�,ÄÀ�v·Y���Ã�Á{�®/Ë��{�Á�|/ÀÀ¯�
Ê»��Z�fyY�½Y�Ì¬§�Ä]�¾Ì »�Ê¿Z»��|ÀÅ{��|]ZË��Y�¼f�Y�dÌ·Z §�¾ËY��³Y,�»Ê����¹ÁY|/»�½Z/Ë�m�½YÂe

¿YÂe��Y�cÁ�i�Y��½Y|À»�ZÌ¿�Ä]�½Y�´�Ìa�{�¯�ÊÀÌ]������Ê¿Z/»���/�¬»��/Å��{��/a����|/»M�{��Y�Ê/�z]�,
Ê»��Y�«�½Y|À»�ZÌ¿��ZÌfyY��{�½Y|À¼eÁ�i����{Â/��d/yY{�a�Z]�|/ËZ]�| ]���¬»��{�|Àq��Å�-{�Ì³����Z/]

Ê»�Ê��´¿�¾ÌÀq�d¨³�½YÂe����«��{�,ÄÀ�v·Y��ÃÁ�³�Ä]�|Ë�y�c�|«�Ê «YÁ�µZ¬f¿Y�Ê�Â¿����º/¯�ÉZ/Å
�Â/mÁ�Ê¸»�{Z�f«Y��{�½M�½{�¯�k�y�Á�|»M�{{�Y{�{���������d·Y|/��ª/¬ve��{�Ê¿Z/»��|/¿Á��¾/ËY�Ä/f^·Y

Ê»�ÉZm��]�{Ây��Y�d^j»��ZiM�,Ê�Z¼fmY���¯�Z]�|ËZ]�Ä¯�|Æ¿�����d/Ì§���d/Ì¸]Z«�Á�Ä/����É�Ë~/a
|�Z]�ÃY�¼Å�É�Á���ÉZÅÓZ¯�ÄÀÌ»���{�,{Y�M�É|Ì·Âe��Z]�Ä¿�³Á��ËY�/§Y������,Z/ÅÓZ¯�¾/ËY�ÉY�/]�Z/�Z¬e



����������������������������������������������������]��ËZ¼Å�¾Ì»Â��Á�d�Ì]�cÓZ¬»�Ä�Â¼n»Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z��

 

d¼Ì«�t���Ê»�Ê¿Á�§�ZÅ�Ày���«�Ê Ë�Âe��ZiM�Á�|]ZË�Ê/»�Êj��{Â/���������d/·Á{�¥Y|/ÅY�Ä/]�Ä/mÂe�Z/]
dÌ¸]Z«�¾ÌÀq�d�Y�¦�Â»�d·Á{�,Ê�Z¼fmY�d·Y|��ÄÀÌ»���{�Ê»Ô�Y�{�ÁM�|Ë|a�Y��ÊËZÅ����

�Z�Y�]��½Â¿Z«��Z�Y�]�Á�Â´Ìa�¶�YÃ|ÀÅZ¯����ÉZÅ|/uYÁ�¾Ë�/yM�,|»M�{�ÊËZÆ¿�dÌ]Â¸�»�½{Â]
º¯�dÌ]Â¸�»��Y�|»M�{��a�{Y�§Y�ÉY�]�É|»M�{�d�Y��Y{�Ây�]�É�e���,¶/]Z¬»��{����ÉZÅ|/uYÁ�¾Ë�/yM

�Ì]�dÌ]Â¸�»��Y�|»M�{�º¯�{Y�§Y�ÉY�]�É|»M�{��ÉZÅ|»M�{�½Z^uZ��¾ËY�]ZÀ]�-d�Y��Y{�Ây�]�É�e
|»M�{��Y��Â]�»��z]�½|��Y|m��{�ÓZ]�ÃÁ�³�Ä]�½M�µZ¬f¿Y�Á�½Z�����dÌ/�Z�u�,É|/»M�{�¾ÌËZa�ÉZÅ

Ê¼¿�½Z�¿�Ê¿Y|Àq�|ÀÅ{���
¿M��«��{�Är�Ê»�Y|Ìa�dÌ¼ÅY�ÄÀ�v·Y��Ì]��¬¿�,|À¯�]��e�º/¯�ÉZ°eY�Á�Ê�Â�y��z����Ä/]��/e

d�Y�É{Z�f«Y�½�YÂe�{ZnËY�Á�½Y|À»�ZÌ¿�¾Ì»Pe��{�d·Á{��«YÁ��{��«�{ZÆ¿���Ê»�Y��ÄÀ�v·Y���/m�½YÂeÁ�
d�¿Y{�É{Z�f«Y�¥Y|ÅY�¾Ì»Pe��{�¹{�»�d¯�Z�»�Ê�Â�y�ÉZÅ{ZÆ¿�����/«�,{ZÆ¿�¾ËY��{��½Z³|/¿�Ì³�

0ÓÁY�Ä¯�|Àf�Å�Ê¿Z�¯���0Z/Ì¿Zi�Á�|¿|À»�ZÌ¿�,ÓZ¯�ZË�É|¬¿�Ì£�ÄËZ»���ZË�µÂa�Ä]�����d/yY{�a�Z]�c�|/«
��{�Y��{Ây���«M|¿�Y{�,Ã|ÀË������Ä/mÁ�pÌ/Å�Ä/]�Y��dyY{�a�Z]�c�|«�Ä¯�½Z³|¿�Ì³�Ä«|��¥Ôy��]

|¿�Y|¿����«]Á��|»M�{�{Y�Z»�Z]�Ä¯�|Àf�Å�Ê¿Z�¯��Ì¿�½Z³|ÀÅ{Ä����Y�½Á|/]�|/À¸ËZ»�Á�Ã{Â/]�Á���Ã�/Ì´¿
�¾ËY��§ZÀ»�,{Â�Ê¿Á�§�|ÀÀ¯��ZjËY�Y�����«¼Å�½Z³|ÀÅ{Ê»�¾ÌÀr���Ä/¯�|À�Z]�Ê¿Z�¯�¶»Z��|À¿YÂe

��Z/]�Á�|Àf/�Ì¿��Y{�Ây�]�½{Y{���«�ÉY�]�¹�Ó�Ê·Z»�½YÂe��Y���©Á|À/��{Z/nËY�����Á���/«�½ÁZ/ e�ÉZ/Å
¼ÅÊ»�ºÅY�§�Y��½{Y{���«�½Z°»Y�,É�ZÌ�|¿�ÁM���������¥|/Å�Á{�ª/¬ve�ÉY�/]�{Z/Æ¿�¾/ËY��Z/�Y�¾ËY��]

Ôf�Yd�Y�Ã|����Á�,É{Z�f«Y�d·Y|��Á�ÉÂÀ »�É����
Ê¼¿�ª¸ e�¹�Âe�,��«�Ä]�Á�{�Ì³���/°¿Z]��{���/«�Ê·Z»�ÉZÅ{Y{�Y�«��{��Y�Ê»Ô/�Y�É�Y|��Ä/ÀË�Å��ÉZ/Å�

dÌ·Z §�Á�¹YÁ�É�Y{Y�º�q�®¿Z]�ÉZÅ�Ê»�Ê�Âa�{Â�����«�ÊÀ Ë�����¢/¸^»�,d/�Y�¦/�Â»�ZÆÀe�Ã|¿�Ì³
Ã�Á{�ÉY|f]Y��{�Ä¯�Y����«�Ê¼�Y��dyY{�a�Z]�,d�Y�Ã{�¯�d§ZË�{¯À|�����Ê·Z/»�Ä/��R»�ZË��z�

��«�Ê�¯�Ä]�Êe|»�ÉY�]�Y��ÊÅÂmÁ�Ä¯�Ê»�ÄÀ�v·Y������{Â/y�µÂ/a�d/��§�Ä/ÀË�Å��Y��«YÁ��{�|ÀÅ{
Ê»���¿�¥���|ÀÀ¯���{�Â»�cZ»|y�Á�ZÅÓZ¯�|Ë�y�Z]�d�Y�É|À»�ZÌ¿�{�§��«YÁ��{�Ä¯���«�Ã|¿�Ì³

��Y���«�d§ZË�{�¹Z´ÀÅ�Ä]�{Ây��ZÌ¿Ä]Z»�������|/���¶/Ì·{�Ä/]��Â/]�»�cZ»|/y�Á�ZÅÓZ¯�d¼Ì«�cÁZ¨f·Y
d¼Ì«�Ê»��Y{�Ây�]���«�Ã�Á{��{�ZÅ�Â��a�Z]�|ËZ]���«�{Â^¿�c�Â���{�Y�Ë��-{���µÂ/a�½{�¯��Y|¿Y

Ê»��Â]�»�ÉÓZ¯�|Ë�y�Ä]�¹Y|«Y�Ã�Á{�ÉZÆf¿Y��{�{Ây�Ä]�Ä¯�{�¯�d/¼Ì«�|���Ã|Ë|a�{ÂmÁ�¶Ì·{���Z/Å
Ê»�|À¼¿ZË��¾°Ì·�,|��Ä]�½ÂÀ¯Y�¶Ì·{��«��]ZÀ»��Y�Ã{Z¨f�Y��,ÄÀ�v·YÉ{Â���d/¼Ì«�|���¶v»��Y��Z/Å�

Ê¼¿�½M�dyY{�a�Z]�Ä]��Â^n»�,��«�Ã�Á{�½ZËZa��{�Ä¯�d�Y�Ã|��ÉÁ�|ËZ��|�Z]����



��«�{�°ËÁ��Z]�Ê»Ô�Y�É�Y|°¿Z]É{Z�f«Y�cZ^i�Á�ÄÀ�v·Y������������������������������������������������������������������� ��

 

®¿Z]�|Àq�Å�Ä°¿M��yM�Èf°¿��/]��ZÌ¿�Ä¯�É�´Ë{�¶WZ�»�Á�É�ZfyZ��cÔ°�»�Z]��ÂÀÅ�Ê»Ô�Y�ÉZÅ�Ä
Ä]Á��|¿�Y{�Ê���]��,|Àf�Å�Á�¾°Ì·�����Äf/�Y|¿�Ê»Ô/�Y�¶WZ/�»�Z]�ÊeZ§ZÀ»�Ä¯�Y��Ê»�Ó�cY�ÌÌ¤e��³Y

Zn¿Y�|�Z]Ê³�ËÁ�¶Ì·{�Ä]�,|ÀÅ{�¹�Â¬·Z]�ÉZÅÃ�Ê»�,|¿�Y{�Ä¯�ÉY�|À�Z]��Y~³�iY�cZ^i��]�|À¿YÂe���


